Algebra di Boole

I nome viene da George Boole, un matematico che defini
delle strutture matematiche, dette appunto algebre di Boole

... edetta anche logica delle proposizioni ....

.... unafrase puo assumere solo uno del duevalori di
verita.

...0eVERA 0eFALSA

valori booleani (operandi)
solo due valori: vero (1) e falso (0)
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Algebra di Boole

Operatori ed Operazioni
... connettivi logici
... permettono di formare frasi pitu complesse e valutarne laverita
operatori logici
not, -,  (unario) - Negazione logica

and, A, e (binario) —Prodotto logico

or, v, + (binario) — Somma logica
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Negazione (not) - Tavola di verita

Data una genericafrasex : I’ operatore di negazione not

neinverteil valore

not x
0 1
1 0
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Esempi di not

X: ""piove"

not x:''non piove"

Possibili notazioni:
not x oppure
—Xx  oppure

X
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Somma (OR) - Tavola di verita
Data due (o piu) generichefras x ey lafrase risultante dalla

loro sommalogica e vera se dmeno una e vera

X y X or y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

Possibili notazioni: :
X or y oppure
X Vy oppure
X +y
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Esempi di or

x: ""Benevento ¢ capoluogo di provincia' VERO

y: "il Napoli gioca in serie B" FALSO

z: "Benevento ¢ capitale d'Italia" FALSO

Xory:

""Benevento ¢ capoluogo di provincia oppure il NA gioca in serie B"
VERO

yorz:

"Il Napoli gioca in serie B oppure Benevento ¢ capitale d'Italia"
FALSO
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Prodotto (AND) - Tavola di verita

Data due (o piu) generichefrasi x ey , lafraserisultante dal loro
prodotto logico € vera se tutte sono vere

X y X and y
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
Possibili notazioni: :
x and y oppure
X ANY oppure
X oy
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Esempi di and
x: ""Benevento ¢ capoluogo di provincia" VERO
y: "il Napoli gioca in serie B" FALSO
x and y:
""Benevento ¢ capoluogo di provincia e il Napoli gioca in serie B"
FALSO
x: “la terra ¢ un pianeta" VERO
y: “la luna ¢ un satellite della terra" VERO

x andy:

“la terra ¢ un pianeta ¢ laluna ¢ un satellite della terra"
VERO
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Precedenza degli operatori logici

Operatore unario: not
Operatore binario: and

Operatore binario: or
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Esempio

Supponiamo di averetreinformazioni: a, b, €
Sa
a VERA
b FALSA
¢ FALSA
quanto vale I’espressione:
aorbandc?

a or (b and c) VERA
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Tabella di verita di: a or (b and ¢)

a b c b and ¢ |a or (b and c)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0] 0] 1
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1
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Teoremi fondamentali «=and
+=or
Identita; 1ex=x 0+Xx=x = not

Nullo: 0ex=0 h 1+x=1 Principio di dualita:

derivabili 'una

Idempotenza:  xex=x X+X=X dall’'altra scambiando:
+ con e
Inverso: (not x)ex=0 (not x)+x=1
0con1
Commutativa: xey=yex X+y=y+x
Associativa: (xey)ez=xeo(yez) (x+y)+z=x+(y+z)
Distributiva: Xe(y+Z)=Xey+Xez x+(y 0Z)=(x+y)e(x+2)
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Valgono le proprieta distributive

x and (y orz) = (x and y) or (x and z)

“quellapennami piace’ e ("hoi soldi" oppure "la cartadi credito")

("mi piace" e"hoi soldi") oppure
("mi piace" e"ho lacartadi credito")
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Teorema di De Morgan

(xeoey) =X +¥y

Esempio:
non (ho i soldi o ho la carta di credito)

(x Fy) =xey -

non ho i soldi e non ho la carta di

credito
x Y (x+y) | X o F
0 0 1 1
0 1 0 0
1 0 0 0
1 1 0 0
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Rappresentazione circuitale delle operazioni logiche

Porte logiche

and

or

not

vy U O
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and realizzato con interruttori

b3 y x and y
- 0 0 0 .
_D_ 1 0 0 {aperto = 0, chiuso = 1}
0 1 0
and 1 1 1

Contatti in serie

x y x and y
aperto aperto aperto

% v chiuso aperto aperto
aperto chiuso aperto
_ pila chiuso chiuso chiuso

|
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and realizzato con interruttori

X y x and y
] 0 0 0 to = 0, chiuso = 1
_ 1 0 0 {aperto = 0, chiuso = 1}
0 1 0
and 1 1 1
=
Contatti in serie @
— O
% v / x y x and y
4 aperto aperto aperto
1 P“O 7 | chiuso aperto aperto
- ~ |aperto chiuso aperto
' W\ chiuso chiuso | chiuso
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Esempio

Y ((a or b) and (not c¢)) or (c and d)

circuito

>

i

— v

al |
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y = ((a or b) and (not c¢)) or (c and d)

alb|c|d|a or b|not ¢|c and d (a or b)

<

and (not c)
0

OO0l 0o/fO0o|O|O| ©O
RrRRPrRPR PO O Ol O
RrRRrRIO ORI RLR O| O
RrRlOR ORI O|RLR| O
RrRRPrRPR PO O Ol O
o/jolRr RPR|IO|IO|RL| R
rlOlO OlRrR| O|O| O
oO/olRr PRIO|lO|O

RO RPRIKRPR|IO Ol O
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y = ((a or b) and (not c¢)) or (c and d)

alb|c|d|a or b|not ¢|c and d (a or b) v
and (not c)
1|o0|0|O0 1 1 0 1 1
1|0|0|1 1 1 0 1 1
1|0|1|o0 1 0 0 0 0
1|0|1|1 1 0 1 0 1
1|1|0|O0 1 1 0 1 1
1|1|0(1 1 1 0 1 1
1|1|1|0 1 0 0 0 0
11111 1 0 1 0 1
Fr, G A. DI Lucea- Univ.cd Srrio 21
Semplificazione

Il vantaggio dell’ algebra di Boole stanel fatto che permette la
semplificazione dei circuiti
Esempio

F = xeyez + xeyez + xez (distributiva)

= xeye (z+z) + xez (inverso)

= xeyel + xez (identita)

= 1_:0y + xeoz
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Le due funzioni sono equivalenti:

hanno |la stessa tabella di verita mala seconda funzione é realizzabile con un
circuito piu semplice

X Dc N
. N e N
T e )
F = Xeyez + Xeyez + xez
X Do
Y
F
4
F = Xey + xez
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Esercizio

Scrivere un’ espressione booleana che determina se:
il valore di unavariabilei é nell’intervallo da1 a100, estremi inclusi

1. (i>=1)
2. (i<=100)
(1>=1) and (i<=100)
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Esercizio

Scrivere un’ espressione booleana che determina se:
il valoredi unadelle due variabili intere j e k € multiplo dell’ atro

(3 % k =0)
(k & 3 =0)

(] $k =0) or (k $ 3J=0)
Corretto??

. imporrecon j ek divers da0
(3 # 0) and (k # 0)
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Esercizio

Valutare edisegnareil circuito

F = (not a) and b

G = (not a) or b
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Soluzione: F

a b not a F = (not a) and b
0 0 1 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 1 0 0
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